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論文内容の要旨
第1車序ai
二階偏微分方程式は､量子力学を始め,電磁気学､音響理論､電気工学､振動工学など,物理学や
工学において広く一般的に用いられている｡その中でも､特に境界値･固有健闘鴇は､古<から研究
されてきた分野であるC (レ-リー､クーラン.ヒルベルトなど)
古くは1930年ころ､ワイルが基礎を作り､それは物理や工学に広く応用されている｡近年になり､
1980年にピンスキーが正三角形領域における境界値･固有値問題の研究を行った｡それに引き続き､
同じく1980年､ベラ-ルは､アファイン･ワイル群の理論を使って､固有値､固有関数を､ワイル
群を用いて･-一一般式の形で表示した｡そののち､ 1982年には浦川襲(4次元以上の領域についての等ス
ペクトル領域の構成)､最近になってゴルドン.ウェッブ､ウオルパートら､チヤップマン(折り紙を
用いた等スペクトル2次元敵城の構成)など､多くの人々によって境界値間鴇が研究されてきた｡ 1985
年｢ビリヤード問題と境界値問責軌の仕事もある｡ベラ-ルのアファイン･ワイル群を用いた境界値･
固有値間複で得られた結果について､現在では特に,結晶物理学や､素粒子物理学での利用が目立つ
ようになってきた｡
このような状況の中で､我々は､まず2次元､ 3次元の場合にベラ-ルの研究を発展させ､小部屋
D(R)の形や結晶群の元を表現することにより､固有値､固有関数をより具体的な形で求めた｡結果､
ル-ト系､アファイン･ワイル群の理論(プルパキの著書)により､アファイン･ワイル群の基本領
域である小部屋D(R) (^2,82,62′^3.83,C3型)について(空間上の座標値による表示を行うことが
できた｡更に､個々のD(R)に対応する結晶群の元を行列の形に表現し､固有値､固有関数を求めた｡
ディリクレ境界値問題の固有関数は､いずれも行列式の形で表すことができた｡ (固有関数の項の
数は､結晶群の元の数(位数)に等しい｡)ノイマン境界値問題の固有関数は､ディリクレ境界借間髄
の.行列式の各項の符号を全て正としたパーマネントで表した｡
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本研究では､ベラ-ルの研究を発展させて､一般ので次元での小部屋か(R) (簡域)における固有
値･固有関数について,行列式やパーマネントによる具体的表現を行う｡更に境界値･固有値問髄の
応用として､熱核に関する計算を行う｡また､固有関数の可視化を行う｡
具体的方法としては､まず､一傭次元(e次元)における小部屋か(R)､闇有倍､固有関数を求める｡
(拒2,3の場合の小部屋D(R).固有胤固有関数の計算を拡張したものである｡)さらに･計算で得
られた,小部屋叩) ､固有億､固有関数をもとに･デイリクレ型､ノイマン型のそれぞれの熱核の
具体的･明示的な公式を示す｡また可視化については､固有関数(振動の様子)のコンピュータグラ
フィクスによる可視化を行う｡
各蜜について詳述する｡
第2章基礎事項
2章では,結晶群とその基本額域について述べる｡結晶群で構成される図形のうち･特に｢鏡映に
ょって空間を埋め尽(す図形｣について述べる｡すなわち,ルート系()トト系の定義､基本ル-ト､
双対ルートの定義､最大ルート､ワイル群､その中での鏡映､部屋など)や､アファイン･ワイル群
(アファイン･ワイル群の定義､その中での鏡映･小部屋など)について述べる｡
次に､リ-マン多様体上のラプラシアンの基礎事項や､その中でも特にユークリッド空間における
ラプラシアンについての基礎事項を述べ､デイリクレ境界値･固有健闘髄､ノイマン境界値･固有億
問題に関する基本的事項を詳述する○さらに､第5章における境界値･固有値間塩の熱拡散方程式へ
の応用のための基礎を与える｡具体的内容は､勲拡散方程式でのラプラス作用素､熱核の定義などで
ある｡
第3章正三角形の固有値
3章では､ピンスキーが正三角形額域において固有値､固有関数を明示的に求めたことについて記
す｡その中では､ディtJクレ境界値問題,ノイマン境界値間幾の両方について取り上げている｡彼は､
領域(正三角形)内での関数をもとに､領域外も含めた-一般的な空間での関数を考え､その持つべき
周期性から固有値､尚有関数を明示的に定めた¢
第4章ベラ-ルの仕事
4章では､ベラ-ルがプルバキのアファイン･ワイル群の理論を使って､結晶群における固有値､
固有関数を-U一般式の形で表したことについて解説する｡具体的には､結晶群を使った額域における､
周期性､連続性を持った関数を拡張したものを考え､デイリクレ問蔑､ノイマン問題における固有値･
固有関数について求めた方法である｡ (前述にもあるように､ベラ-ルは･各型ごとに固有値､固有関
数を明示的に表していない｡)
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第5♯固有値､固有関数の明示的公式
5章では､我々の得た結果について述べる｡ルート系､アファイン･ワイル群の理論を使いながら,
小部屋か(R)の形や対称群の元を表現することにより､ -般次元(e次元)における小部屋,固有値､
固有関数の具体的な表示を行う｡
(1)既約ルート系Rについて､空間上の座標値による表示を行うことで､アファイン･ワイル群の基
本観域である小部屋β(a)を完全に決定する｡
(2)同様に,各固有値についても,具体的表現を得る｡
(3)ディリクレ観有関数については行列式で表す｡ノイマン固有関数についても同様に, Per7n( )
で表す. (ここでPerm( )とは,行列式において現れる符号をすべて, +1に置き換えたものであ
る｡)すなわち､次元Cを決めることで,各型での小部屋(つまり境界値･固有値問題で扱う簡域)､
固有値､固有関数が具体的に定まるわけである｡
第6幸衛有償,固有開放に関する括果
6章では, 5草で求めた一･一般式において､領域が2, 3次元のときの固有値､固有関数をより具体
的な形で求める｡アファイン･ワイル群の基本領域である小部屋か(R) (^2,82.G2一^3.83,C3型)に
ついて･空間上の座標値による表示を行う｡更に個々のD(R)に対応する固有値､固有関数を求める｡
ベラ-ルi加3-C3の固有値については具体的に求めていなかったが､本研究ではそれを行う｡
第7章勲核のポアソンの和公式
7車では､得られた結果(小部屋､固有値､固有関数)をもとに､熱拡散方程式にあてはめ､熱核
の計算を行う｡
勲核については､ Poissonの和公式を求める.また熱核のトレース､さらにそのt一0での挙動を
調べるo　これらは､ディリクレ､ノイマン熱核では始めてであり､極めて興味ある公式である｡
第8章固有関数の可視化
8章では､いくつかの固有関数についてのコンピュータグラフィクスによる可視化を行うo･ 6車と
の関連も大きいが､ 2, 3'次元におけるさまざまな可視化､また有限要素法による可視化との比較な
ど､今後研究がさらに深められる分野である｡
ここでは,正方形､直角2等辺3角臥正三角形.一つの角が30Cの直角三角形についてのディリ
クレ境界値問題､ノイマン境界値問題におけるBAS 7 Cプログラムや､数式処理ソフトMap 1 e
によるにおける固有関数を示す｡
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論文車重結果の要旨
ユークリッド空間内の有界頼域上のラプラシアンの境界値固有値問題は､ワイルによる1 9 1 0年の仕
事に端を発し､多くの研究がなされている｡その固有値と固有関数の情報から与えられた有界範域の形状
を決定する研究が行われその応用として熱流と波の伝搬が決定される｡しかしながら､具体的に固有億
と固有関数が決定された簡域は極めてわずかで､長方形頼域､円盤などである｡
1 980年になり､ M.A.ピンスキーにより正三角形の固有値と固有関数が決定された｡同年､ P･ベラ
-ルにより,結晶鎖域の-般化であるアファイン･ワイル群の基本額域(小部屋という)の固有値と固有
関数が原理的に決定された｡しかしながら,ベラ-ルの表示は明示的でなく､計算機に搭載して計算を実
行することもできないという､欠陥を持っていた｡本論文は,このような状況にある小部屋上のラプラシ
アンの境界値固有値問題の固有値と固有関数の明示公式を得て完全に決定したもので､全編9章よりなる｡
第1章は序論であり､本研究の目的と背景について述べている｡
第2孝は準備であり､本研究に必要となる数学的必要事項について述べている｡
第3章は､ hLA.ピンスキ-の､正三角形額域のラプラシアンの境界値固有値問題の固有値と固有間数を
決定した仕事について､その結果を整理して､証明の詳細について述べている｡
第4章は､ P.ベラ-ルの､アファイン･ワイル群の基本僚域(小部屋)上のラプラシアンの境界値固有
値問題の結果を整理して､その証明の詳細を述べている｡
策5章から第8章までが本論文の成果である｡第5尊では,アファイン･ワイル群の基本領域(小部屋)
について､完全に明示的に決定した｡これは､新しい興味ある結果である｡
第6章は小部屋上のラプラシアンの固有値の明示公式を完全に求め､ディリクレ境界値固有関数につい
て行列式を用いた明示公式を得たoまた､ノイマン境界値固有関数についてもパーマネント(行列式の定
義における符号を+ 1に変更したもの)を用いる明示公式を得たBこれは興味深い義重な成果である｡
第7章は､小部屋上の熱核について､ポアソンの和公式という明示公式を得て､それから熱核の漸近公
式を得た｡有界簡域の熱核について､ポアソンの明示公式が知られているものは今までになく新しい知見
であり､極めて高く評価される成果である｡
第8章は､第5章と第7章で得られた結晶領域である小部屋上の固有値と固有関数の明示公式を､数式
処理ソフトMapleを用いて整理し､画像表示した興味ある仕事である｡
第9章は結論である｡
以上要するに､本論文は､従来.ラプラシアンの境界値固有億問題について､領域､固有値,固有関数
の明示公式を求め､熱核についてポアソンの和公式という新たな知見を得て､コンピュータの数式処理に
搭載して固有関数の可視化を行っている｡この成果は､システム情報科学ならびに微分幾何学の発展に寄
与するところが少なくない｡
よって､本論文は博士(情報科学)の学位論文として合格と認める｡
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